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P1. Slingshot gravitacional hacia Jupiter

Las maniobras gravitacionales, también conocidas como slingshots, son técnicas fundamentales en la
exploracion espacial que se utilizan para aumentar la velocidad de una nave sin necesidad de combustible
adicional. Al pasar cerca de un planeta, una nave puede aprovechar la gravedad de este para ganar impulso y

modificar su trayectoria, lo que le permite alcanzar su destino con mayor eficiencia energética.

Este tipo de maniobras ha sido utilizado en misiones espaciales como las de las sondas Voyager o Juice
(Jupiter Icy Moons Explorer), y es esencial para viajar a destinos lejanos del Sistema Solar sin depender
unicamente del combustible de la nave.

En este problema, Vo

. \o—> ----------
consideramos una sonda N\
espacial que se lanza
desde la Tierra con la

mision de llegar a Jipiter. SesEssssdoinan e e TR

Para ahorrar combustible,
utiliza una maniobra de
asistencia gravitacional al G

- Fi 1
pasar cerca de Venus. igura

Sup6n que la sonda (masa m) inicia su movimiento hacia Venus en el punto A, con una velocidad v,
con respecto al Sol. Considera también que Venus (masa M, ) orbita alrededor del Sol con una velocidad vy

y que la direccién de la velocidad inicial de la sonda respecto al Sol antes de la maniobra es la misma que la
de Venus (ver Fig. 1). Sea d la distancia minima al centro de Venus durante la maniobra de asistencia

gravitacional.
a) Determina la velocidad respecto a Venus que alcanza la sonda en los puntos A, By C.
b) Dibuja la trayectoria aproximada de la sonda en el marco de referencia de Venus durante la maniobra.

Después de la maniobra, la sonda obtiene una ganancia en su velocidad relativa al Sol debido a la

“ayuda gravitacional” proporcionada por Venus y experimenta un cambio en la direccion de su trayectoria.
¢) Calcula la velocidad de la sonda respecto al Sol en el punto C.

Considera que, tras esta maniobra, la sonda sigue una trayectoria rectilinea hacia Jupiter, que se
encuentra a una distanciad,, ; de Venus en ese momento.

d) Calcula el tiempo de viaje de la sonda desde Venus hasta Jupiter. ;Cual es el porcentaje de reduccion
del tiempo de viaje gracias a la maniobra gravitacional en Venus?

Debido a la influencia gravitatoria del Sol y otros planetas, es realmente complicado que la sonda
mantenga una trayectoria rectilinea. Considera que se detecta una desviacion en su trayectoria hacia Jupiter y
que, para corregir esta desviacion, el sistema de propulsion realiza un ajuste que aplica un impulso

perpendicular a la direccion actual de movimiento, proporcionando un incremento de velocidad lateral Av .

e) Calcula el cambio de energia cinética de la sonda debido a este impulso. Compara esta energia con la
ganancia de energia cinética obtenida gracias a la maniobra gravitacional en Venus.
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Considera que el impulso es realizado por un sistema de propulsion que utiliza un combustible quimico

(propelente) que proporciona 25 MJ/kg, con un rendimiento del 85% en la conversion de energia.

f)

Calcula la cantidad de combustible necesaria para lograr el incremento de velocidad lateral Awv.
Compara con la cantidad de combustible que se habria necesitado para lograr el incremento de

velocidad proporcionado por la maniobra de asistencia gravitacional.

Datos:
Constante de gravitacion universal G=6,67x10""" Nm?kg™
Masa de la sonda m=15000 kg
Velocidad inicial de la sonda con respecto al Sol v, =10kms™
Masa de Venus M, =4,87x 10%4 kg
Distancia minima al centro de Venus d=1,10x10" m
Velocidad de Venus con respecto al Sol vy =35km 5!
Distancia entre Venus y Jupiter d,,;=6,30x10" m
Incremento de velocidad lateral de la sonda Av=02kms"
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b)

d)

P1. Solucién
Antes de la maniobra, la sonda se aproxima a Venus con velocidad v, con respecto al Sol. A su vez,
Venus se aproxima a la sonda con velocidad v, con respecto al Sol. Por tanto, desde el punto de vista
de Venus, la sonda se aproxima en el punto A con velocidad v, dada por

+v, = vA=45km/s (1)

VASVo™ Y = VA=W

Para calcular la velocidad de la sonda respecto de Venus en el punto B, vy, utilizamos el principio de
conservacion de la energia mecanica. La sonda se acerca con velocidad v, desde un punto muy alejado,

donde su energia potencial es nula, por lo que:

-G, ©)

1
ECA =EcB+EpB = Emv

de donde podemos despejar vy,

vy =4 [vs +

s " = |vg =457km/s| (3)

2GM -11 24
GMy _ | 45w10%y? » 2X6:67x107 x4,87x10
1,10x10’

Tras la maniobra, cuando la sonda abandona el campo gravitatorio de Venus en el punto C, de nuevo se
anula su energia potencial, por lo que la energia cinética vuelve a ser la que tenia antes de interaccionar
con Venus. Es decir, la velocidad de la sonda en C con respecto a Venus, v, es

Vo=V, = vC=45krn/s (4)

Dado que a distancia muy grande de Venus la sonda tiene velocidad, la energia
mecanica es positiva, por lo que la sonda describird una trayectoria con forma de
hipérbola, como representa la figura 2. A una gran distancia de Venus las velocidades D)
inicial y final seran paralelas y de sentidos contrarios, acercandose a Venus en el

primer caso y alejandose de Venus en el segundo.

Figura 2

Para calcular la velocidad inicial de la sonda con respecto a Venus, hemos sustraido vectorialmente la
velocidad de Venus. Por tanto, para calcular la velocidad final de la sonda con respecto al Sol, debemos
deshacer este cambio, sumando vectorialmente la velocidad de Venus. En este caso, tanto Venus como
la sonda se mueven en el mismo sentido, por lo que el mddulo de la velocidad final serd la suma de

ambas,

Ve=Ve+Vy = vp=voty, = v =80 km/s (5)

El tiempo de viaje desde Venus hasta Jupiter es
; _dy, _63x10"
post-maniobra v 80 x 103

=7,87x10% s =91,1 dias (6)

post-maniobra

Si, en lugar de la maniobra gravitacional, la sonda hubiera viajado con la velocidad inicial v, el tiempo

que habria tardado en llegar a Jupiter seria
) _dy,  6,3x10"
sin maniobra v, 10 % 103

=6,30x10° s = 729,2 dias (7)

sin maniobra
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e)

Por tanto, el porcentaje de reduccion del tiempo de viaje gracias a la maniobra gravitacional en Venus es

t .
Reduccion(%) = (1 - w) x100 = |Reduccion(%) =87 % | (8)

sin maniobra

Como el incremento en velocidad Av se produce en direccion perpendicular a la trayectoria de la sonda,
el modulo del vector velocidad tras el ajuste propulsivo sera

V= vf2 +AV? 9)
de modo que el cambio de energia cinética en el ajuste es
AE, =L mav? = L15000%(0,2x10°? = |AE, =1,00x10°J (10)
2 2

El cambio de energia cinética obtenido tras la maniobra gravitacional es

1,1 I
Eyp =By =5 mv; == myi = 55000><[(80><103)2 -(10x10] =

E,-E,=158x10"] (11)

Por tanto, el ajuste propulsivo requiere apenas el 0,0006% de la energia cinética ganada por la maniobra
gravitacional, lo que muestra que las maniobras gravitacionales son extraordinariamente eficientes en

comparacion con los ajustes realizados mediante propulsion.

Para calcular la energia total que debe suministrar el combustible, se debe tener en cuenta que la energia
total requerida es mayor que el cambio de energia cinética debido al rendimiento 7 del sistema de
propulsion. La cantidad de combustible necesario sera

AE /m  1,00x10°/0,85

Ecombustible 25x% 106

M ombustible =

m =4,71kg

combustible

(12)

La cantidad de combustible necesaria para lograr el incremento de velocidad proporcionado por la

maniobra de asistencia gravitacional hubiera sido

, _(Eg-Ey)/m _ 1,58x10'%/0,85

M combustible =
compnE Ecombustible 25x 106
’ 5
m. e = 141107 kg =741t (13)
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P2. Festival de verano.

El Festival Internacional de las Culturas o Pirineos Sur se celebra desde 1992 en la comarca oscense del
Alto Gallego, concretamente en la localidad de Lanuza, perteneciente al municipio de Sallent de Gallego. En
este festival el escenario es flotante sobre el pantano de Lanuza y el graderio se sitia en la orilla del pantano.

Unos amigos que trabajaron en la organizacion
de la pasada edicion, conociendo tu gran interés por

la fisica, quieren que les ayudes a entender cosas

10 m[ 80 m W‘

que les surgieron preparando los conciertos para

o
o
<
2
wi
Q
(%]
w

que no les vuelvan a suceder. Para ello, hacen un

esquema del escenario y las gradas. jEmpecemos!

Una de las primeras tareas que hicieron fue sincronizar los equipos de sonido que hay en la zona de
control (punto C) y al fondo de las gradas (punto F). Para ello, consideraron que la velocidad de propagacion
del sonido en el aire es v =340 m/s.

a) Si el sonido se emite desde el punto A, ;qué retardo hay en la recepcion entre los puntos C y F?

Unos técnicos midieron ese retardo y no obtuvieron ese resultado. Al preguntarles por qué, les
explicaron que la velocidad de propagacion del sonido en un gas ideal depende de la temperatura absoluta
con una expresion que incluye la constante de los gases ideales R = 8,314 J/mol-K, el coeficiente adiabatico y
(adimensional) y la masa molar M del gas en kg/mol. El problema es que tus amigos no copiaron bien la
dependencia y no saben cual de las siguientes expresiones es la correcta:

) v= yR_1 ii) v= rR1 iii) v= ﬁ\/? iv) v= ﬂT
M T Vs 7 M \ M

b) Razona cual es la expresion que les indicaron los técnicos.
¢) La prueba se hizo a 25 °C'y, para el aire, y = 1,4 y M = 28,97 g/mol. ;Qué retardo midieron los técnicos?

Para las primeras pruebas de sonido colocaron todos los altavoces, que en conjunto dan 10 kW de
potencia de sonido, en el centro del escenario (punto A), pusieron una cancion a toda potencia y midieron el

nivel de intensidad sonora S en distintos puntos.

d) La primera medida la hicieron en el punto F. Suponiendo emision semiesférica, ;qué valor obtuvieron?

El siguiente punto en el que querian medir el nivel de intensidad sonora era el punto C, pero los técnicos

les advirtieron que era mejor no acercarse tanto sin antes disminuir la potencia a la que emitian los altavoces.

e) ¢Les dieron un buen consejo los técnicos? Justifica tu respuesta.

Para la siguiente prueba, tus amigos colocaron la mitad de los altavoces 2,5 m a la derecha del punto A
y la otra mitad 2,5 m a su izquierda (puntos a y a’). En los preparativos, por error hicieron sonar un tono de
una cierta frecuencia, de lo que fueron advertidos por unos técnicos que estaban trabajando en el punto F.
Los técnicos se desplazaron hasta el punto F’, donde dejaron de oir el sonido aunque el tono seguia sonando.

f) Explica por qué los técnicos oyeron el tono en F pero dejaron de oirlo al desplazarse a F’.
g) (De qué frecuencia era el tono que hicieron sonar por error?

Datos: Area de la esfera S = 4nR* minima intensidad audible Zo=10""> W/m?; umbral del dolor Sioer = 120 dB.
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P2. Solucion

a) El sonido se emite desde el punto A y los frentes de onda se propagan con una velocidad constante
v = 340 m/s en todas las direcciones. En particular, los puntos C y F estan alineados con A y separados
una distancia dcr = 80 m, por lo que el retardo Az entre ambos puntos es:

w55 0

v

b) Utilizando el analisis dimensional podemos determinar cual de las cuatro ecuaciones es la correcta. En el

miembro de la izquierda de las cuatro aparece la velocidad. Sus dimensiones fisicas son
V]|=r—= 2
=17 @

En todos los casos en el miembro de la derecha existe un factor comin cuyas dimensiones son

] 12

[][e]"

donde [@] corresponde a las dimensiones de temperatura. Para que la féormula sea dimensionalmente

. ) ) 1/2
correcta, hay que multiplicarla por un elemento que tenga como dimensiones [@] . Por tanto, la

v=\/E\/? (&)
M

¢) Enel caso indicado, sustituyendo los valores dados en la expresion iii) se obtiene

v =346 m/s (5)

solucion correcta es la iii),

Por lo tanto, el retardo que miden los técnicos es

©

d) La potencia P emitida por los altavoces se reparte de forma uniforme sobre una superficie semiesférica,
es decir, igual a 27R?, siendo R la distancia que existe entre el foco emisor y el punto de interés. De
esta manera, el nivel de intensidad sonora medido en el punto F, que se sitia a una distancia
d,.=110m de A es

P
I 2md?

By =10l0gF = 10log T po=1112dB 7
0 0

e¢) Manteniendo la emision de 10 kW de potencia en A nuestros amigos se acercaron hasta el punto C, de
modo que la distancia entre el foco emisor y el punto de interés se redujo a dac =30 m, por lo que la
intensidad habra aumentado y consecuentemente el nivel de intensidad sonora también. El valor que se

espera medir en C en estas condiciones es

P
I 2md?

B =10log ¢ =10log ”IAC -  B.=1225dB (8)
0 0

El valor de . excede los 120 dB que marcan el umbral del dolor. Por lo tanto, los técnicos les dieron
un consejo acertado
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g

Al separar los altavoces en dos grupos situados a 2,5 m a ambos lados de A, se esta creando una
situacion en la que se tienen dos emisores armonicos puntuales e idénticos separados entre si una
distancia d =5 m. Cada uno de ellos emite ondas de la misma frecuencia y en fase que viajan por el

espacio y que, al encontrarse, se superponen, produciéndose un fenomeno de interferencia.

Dicha interferencia puede ser constructiva si la diferencia de caminos recorridos por las ondas al
superponerse es igual a un multiplo entero de la longitud de onda A, y destructiva si la diferencia de
caminos es igual a un multiplo entero de la longitud de onda mas media longitud de onda (o de forma
equivalente igual a un multiplo impar de media longitud de onda).

Por lo tanto, el hecho de que los técnicos escuchasen el tono al estar situados en F y no lo escuchasen al
estar situados en F’ se debe a que en F se produce una interferencia constructiva (la diferencia de

caminos entre ambas ondas es cero) y en F’ se produce una interferencia destructiva.

FASE DE ARAGON

Si los técnicos al desplazarse en paralelo al fondo de las gradas dejan de escuchar (por primera vez) el

tono en F’, este punto corresponde al primer minimo de interferencia.

- F,
daF’ -
3 dpp =5 m
dpa =2,5m | A e d g F
dAa’ = 2,5 m L ’
a,

Si los dos emisores estan a distancia d,, =d,, =2,5m de A, tal y como se muestra en la figura, su
distancia con respecto al punto F’ es

Ay = \/dzsz +(dpp —d,y, )? ©)

dyp = \/diF +(dpp +dy, )? (10)

Por lo tanto, la diferencia de caminos recorrida por las dos ondas, Ar, es

Ar =|d, . - d,

(11)

o
En el punto F’ se produce el primer minimo de interferencia, por lo que la diferencia de caminos debe
ser igual a media longitud de onda,

Ar =

A
5 (12)

Para una onda la relacion entre longitud de onda 4, frecuencia f y velocidad de propagacion v es
v=Af (13)

Combinando las ecuaciones (9) a (13) se puede obtener la expresion de la frecuencia de emision de la

onda que produce en F’ el primer minimo de interferencia,

f= ld - £ =762,2 Hz
2

[\/dzlef +(dpp + dAa')2 - \/d/Z\F +(dpp —d,, )? ]
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P3. Lineas de campo electrostatico’

Un campo electrostatico puede representarse graficamente mediante sus /ineas de fuerza (o de campo).
El namero de lineas que “nacen” o “mueren” en una carga es proporcional a la magnitud de dicha carga. (La
expresion matematica de esta idea constituye el teorema de Gauss). El campo eléctrico en cada punto es
tangente a la linea de fuerza que pasa por dicho punto, y su intensidad es proporcional a la densidad de lineas
(nimero de lineas por unidad de superficie) que hay en su entorno.

En la figura 1 se muestran las lineas de fuerza que describen el campo electrostatico generado por dos
cargas puntuales, q; y ¢», separadas una distancia d.

b

Figura 1

a) Justifica de qué signo es cada una de las cargas.

b) (Cual es su magnitud relativa, g, /q,?

¢) Razona, con la mayor precision posible, en qué punto o puntos del plano de la figura 1 el campo
electrostatico E creado por ambas cargas es nulo.

d) Determina en qué punto o puntos del plano de dicha figura es nulo el potencial electrostatico creado por
las dos cargas.

Considera ahora la distribucién de cargas puntuales representada en la figura 2, con Q; =6 uC,
0, =-2uCyd=4cm.

e) Calcula el potencial electrostatico, V, y el campo eléctrico, E , 0 A 0,
en el punto A de la figura, situado a 3 cm de Q; y a 1 cm de Q». --.I ------------------- 0----- .I--
< d >
f) Dibuja las lineas de fuerza para esta distribucion de cargas. ! !
Figura 2
Dato: K =——=9-10° Nm?2/C?2
4

! Este problema se propuso en la Fase de Aragén de la 21 Olimpiada de Fisica (2010) y estd inspirado en uno de los
propuestos en la II OIDF de Oaxtepec (México) en 1997.
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b)

d)

FASE DE ARAGON

Solucion P3

Las lineas de campo “nacen” en las cargas positivas (o en el infinito) y “mueren” en las cargas negativas
(o en el infinito). A la vista de la figura 1, deducimos que la carga g, es positiva y la ¢, negativa.

El nimero de lineas de campo que nacen o mueren en una carga es proporcional a la magnitud de dicha
carga. En la figura 1, vemos que salen 24 lineas de g, y llegan 8 a ¢,. Por tanto,

o3 (1)
q;
Para que el campo total E, = E; + E, creado por ambas E2 P E1
cargas sea nulo ha de cumplirse que, o bien £, =E,=0,lo 777 0 """""" 9 """" >
d r

que ocurre en puntos infinitamente alejados de las cargas, o .
bien El = —Ez . En este Ultimo caso ambos vectores tienen Figura 3

el mismo moédulo, la misma direccion y sentidos opuestos. Por tanto, como g > |q2 |, E sélo puede
anularse en un punto como el P de la figura 3, alineado con las cargas y mas lejano de 1 que de 2. La

igualdad de mddulos de los dos campos exige que

gL _ gl 3. _ 1
r12 rz2 (d+ry) rzz

Operando, se obtiene que la distancia , entre g, y P es

1+\/§d
2

ry = ~1,366d

Para que el potencial total V, =V| +V, creado por ambas sea nulo ha
de cumplirse que, o bien V; =V, =0, lo que ocurre en puntos
infinitamente alejados de las cargas, o bien V| =-V,.

Teniendo en cuenta (1) y con la notacion de la figura 4, para que el

potencial en el punto P(x, y) sea nulo se debe cumplir que B
Kq—1=l(|q2| = 3 = ! Figura 4
gl ) \/x2+y2 \/(d—x)2 +y?

Elevando al cuadrado y desarrollando se llega a la expresion

2 3d \?
( X - 2d ) +y 2=
8 8
., . . 9d . 3d
que es la ecuacion de una circunferencia con centro C (? , 0) yradio R = <

En particular, hay dos puntos alineados con las cargas en los que el potencial es nulo (puntos A y B en
la figura 4), situados respecto a ¢; en

Xp=—"-"——=— Xp="—"T"+"—"="+
AT Ty Ty Y B g g 2
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e) Notese que, con los datos numéricos de este apartado, Q,/Q,=-3, de forma que seguimos con la
misma distribucion electrostatica de los apartados anteriores. En particular, el punto A indicado en el
enunciado estd situado a una distanciax, =3cm=3d/4 de O, en el que acabamos de ver que el
potencial es nulo. Esto puede comprobarse numéricamente de forma inmediata

6-10°° —2-107°
+

=0
3-1072 1072

m=m+n=91&(

El campo electrostatico creado por las dos cargas en A es

E, =E, +E, E

Los vectores El y Ez tienen la misma direccion y sentido
por lo que E, se dirige de la carga positiva hacia la negativa
(ver figura 5). Su moédulo es

6-107° . 2-107°
9-107* 107*

Et=E1+E2=9409( )=L4108NK2

f) Las lineas de fuerza creadas por estas dos cargas puntuales son las de la figura 1 del enunciado.
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